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Der erste , welcher eine al^meine I^itSsung dieser Differeatialglei- 
chung gab, war d'Alembert. 

Er zeigte *),dasa jede Function vcfn x und /, welche fllr y gesetzt, 
die Gleichung zu einer identischen macht , in der Form 

/ {a: + «() + y (a; — «0 
enthalten sein müsse, wie sich dies durch EinfOhrung der unabhängig 
veränderlichen Grössen x -\- at, x — at anstatt x, l ergiebt, wodurch 

d_*_ 
^ ^ 1 ^ . d {x -^ atj 

dx^ «a d/2 *" d {x al) 

fibergeht. 

Ausser dieser partiellen. Differetttiälgleichung, welche sich aus den 
allgemeinen Bewegungsgesetzen ei^ebt, muss nun jr noch diä Bedin- 
gung erfCtllen, in den Befestigungspunkten der Saite stets = zu sein; 
man hat also, wenn in deni einen dieser Punkte s = 0, in dem andern 
X = l ist, ■ 

/(«/) = _ y (_«(),/(/ + «/)=_ y (/_ «0 

und folglich 

^ (»)= - y (-») = - y (/-('+«))= / (2' + •) 
y=f{at-\-x)-fial- X) 

Nachdem d'Alembert dies fEtr die allgemeine LOsung des Probleip« 
geleistet hatte, beschäftigt er sich in einer Fortsetzung ^ seiner Abhand- 
lung mit der Gleichung /"(«)=/ (2/ + *) ; d. h. er sucht analytische 
AusdrQcke , welche unverändert bleiben , wenn s um 2/ wächst. 

Es war ein wesentliches Verdienst Euler's, der im folgenden Jahr- 
gange der Berliner Abhandluifgen ^j eiüe neue DarstellAng diesei^ d'Alem- 
bertfschen Arbeiten gab, dass er das Wesen der Bedingungen, welchen 
die Function f (s) genflgen muss, richtiger erkannte. Er bemerkte, dass 

1) M^oires de Tacademie de Berlin. 1747. pag. 214. 

2) Ibid. pag. 220. 

3) HSmoiresde racad^mie de Berlin. 1748. pag. 69. 
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der Katur des FroblemB naj^ die Bewegung der Saite vollständig be- 
stimmt sei, wenn fflr irgend einen Zeitpunkt die Form der Saite und 

die Geschwindigkeit jedes Punktes f also y und j-) gegeben seien , und 

zeigte, dass sieb, wenn man diese beiden Functionen sich durch willkflhr- 

lich gezogene Curven bestimmt denkt, daraus stets durch eine einfach 

geometrische Construction die d'Alerabert'sche Function f (») finden lässt. 

da 
In der That, nimmt man an, dass für ( ;= Q. ff = ff {«) und —- --=h ix) 

sei, so erhält man für die Werthe von x zwischen und / 

und folglich die Function f {z) zwischen -^ l und /; hieraus aber ergiebt 
sich ihr "Werth ■ für jeden andern Werth von s vennittelst der Gleichung 
f (») = f-^l-\-i). Dies ist in abstracteu, aber jetzt allgemein geläufi- 
gen Begriffen dargestellt, die ^u^sche Bestimmung der Function / (s). 

Gegen diese Ausdehnung seiner Methode durch Euler verwahrte 
sich indess d'Alembert sofort '} , weil seine Methode nothwendig voraus- 
setze, dass y sich in l und x aoalytiscb ausdrücken lasse. 

Ehe eine Antwort Euler's hierauf erfolgte, erschien eine dritte von 
diesen Beiden ganz verschiedene Behandlung dieses Gegenstandes von 
Daniel BemouUi ^). Schon vor d'Alembert hatte Taylor ') gesehen , dass 

. (^ ■ (fflw . 

^ = c« — - und zugleich y fflr sc = und f üi- 2: = / stets gleich 

mix " mtat , ,. ■ j.^ « ., 

i y = sm - cos — - und hierin für n eme ganze Zahl 



sei, weon man i 



1) Mjmoirei de raoadSmie d« Berlio. 17&0'. pag. 358. En effet on ne peut 
ce me seiuble ezprinier y a^al;tiquement d'une maniere plus gänerale, qu' en la 
BuppoEant tme fonction'de t et de x. Mais daiis cette snpposition on ne troaye la 
Solution du probleme que pour les cas oü les differentes Gguree de la corde vibrante 
peuvent Stre renfennees dans une eetile et mdme ^quation. 

2) M^moires de racadämie de Berlin. 1753. p. 147. 

3) Taylor de methodo incrementoruni. 
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setze. El: erklärte hieraus die physikalische Thateache, dass eine Saite 
ausser ihrem Gnindtone auch den Grundton einer ^, ^, ^, . . . so lan- 
gen (übrigens ebenso beschaffenen) Saite geben könne, und hielt seine 
particuläre Lösung fflr allgemein , d. h. er glaubte , die Schwingung der 
Saite würde stets , wenn die ganze Zahl » der Höbe des Tons gemäss 
bestinunt würde,, wenigstens sehr nahe durch die Gleichung ausgedrückt. 
Die Beobachtung, dass eine Saite ihre verschiedenen Töne gleichzeitig 
geben könne, fahrte nun Bernoulli zu der Bemerkung, dass die Saite 
(der Theorie nach) auch der Gleichung 

^ nnx nnct , „ ,■ ■ • 

y ^ £ a„ sm — - cos -— {/ — ß^) 



gemäss schwingen könne, und weil sich aus dieser Gleichung alle beobach- 
teten Modiiicationen der Erscheinung erklären liesseo, so hielt er sie für 
die allgemeinste'). Um diese Ansicht zu stützen, untersuchte er die 
Schwingungen eines masselosen gespannten Fadens, der in einzelnen 
Punkten mit endlichen Massen beschwert ist, und zeigte, dass die Schwin- 
gungen desselben stets in eine der Zahl der Funkte gleiche Aczahl Yon 
solchen Schwingungen zerlegt werden kann, .decen jede für. alle Massen 
gleich lange dauert. 

Diese Arbeiten BemouUi's veranlassten einen nouen Au&atz Euler's, 
welcher unmittelbar nach ihnen unter den Abhandlungen der Berliner 
Akademie abgedruckt ist^). £r hält darin d'Alembert gegenüber fest<^, 
dass die Function f (s) eine zwischen den Grenzen — / und l ganz viU- 
kührliche sein könne, und bemerkt^), dass BemouUi's Lösung (welche 
er schon früher als eine besondere aufgestellt hatte) dann allgemein a«i 
und zwar nor dann allgemein sei, wenn, die Reihe 



. I) 1..0. p. 157. art. Xm. 

2) M^moireB de racademie de Berlin. 1753. pag. 196. 

3) 1. c pag. 214. 

4)l.c. art. ni-X." ' ■ 
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«1 sm — + Oj sin -T- + . . . 

i Ä^ + 6, cos — 4- 65 C08 — + . . . 

fßr die Abscisse x die Ordinate einer zwischen den Abscissen o und /ganz 
wiUkührlii3hen'Curve darstellen könne. Nun würde es damalä voii Nie^ 
mand bezweifelt, dass alle Umformungen, welche man mit einem ana- 
lytischen Ausdrucke — er sei endlich oder unendlich — vornehmen 
könne, für jedwede Werthe der unbestimmten Grössen gtlltig seien oder 
doch nur in ganz speciellen Fällen unanwendbar würden. Es schien 
.daher unmöglich, eine algehraifiche Curve oder überhaupt eine analytisch 
gegebene nicht periodische Gurre durch obigen Ausdruck darzustellen, 
und Euler glaubte daher, die Frage gegen BemoulU entscheiden zu müssen. 

Der Streit zwischen Euler und d'Alembert war indess noch immer 
unerledigt. Dies veranlasste einen jungen, damals noch wenig bekannten 
Mathematiker, Lagrange, die Lösung der Aufgabe auf einem ganz neuen 
W^e zu versuchen, auf welchem er zu Euler's Hesultaten jgelangte. Er 
unteTuahm es'), die Schwingungen eines piassf losen JFadens zu bestimmen, 
welcher mit einer endlichen unbestimmten Anzahl gleich grosser Massen 
in' gleich grossen Abständen beschwert ist, und untersuchte dann, wie 
sich diese Schwingungen ändern , wenn die Anzahl der Massen in's Un- 
endliche wächst. Mit welcher Gewandtheit, mit welchem Aufwände ana^ 
lytischer Kuns^riffe er aber auch den ersten Theil dieser Untersuchung 
durchführte, so- liess der Uebergang vom Endlichen zum Unendlichen 
dach viel zu wünschen übrig, so dass d'Alembert in einer Schrift, welche 
er an die Spitze seiner opuscules math^matiques stellte, fortfefaren konnte, 
seiner LOsung den Ruhm der grössten Allgemeinheit zu vindiciren. 
Die Ansichten der damtdigen berühmten Mathematiker waren und blieben 
daher in dieser Sache getheilt; denn auch in spätem Arbeiten behielt 
jeder im Wesentlichen seinen Standpunkt bei. 

Um also schliesslich ihre bei Gelegenheit dieses -Problems -entwickel- 
ten Ansichten über die willkührlichen Functionen und Ober die Darstell- 



1) HisccUanea Tsarineosia. Tem. I. Becherches sur la natnre et la propag&tioa da b< 
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barkeit derselben durch eine trigonometrische Seihe zusaamenziisteUen, 
BD hatte Euler zuerst diese Functionen in die Analysis eingeföhrt und, 
auf geometrische Anschauung gestützt, die Infinitesimalrechnung auf sie 
Bcgewandt Lagrange l) hielt Euler's Resultate (seine geometrische Con- 
struction des .Schwingungsverlauis) fOr richtig; aber ihm genügte die £u- 
ler'sche geometrische Behandlung dieser Functionen nicht. D'Alembert^} 
dagegen ging auf die Euler'sche Auffassungsweise der Differentialrech- 
nong ein und beschränkte sieb, die Richtigkeit seiner Resiütate anzu- 
fechten, weil man bei ganz willkührlichen Functionen nicht wissen könne, 
ob ihre Differeutialquotienten stetig seien. Was die Bemoulli'sche Lö- 
sung betraf, so kamen alle drei -darin überein , sie nicht för allgemein 
zu halten ; aber während d'Alembert ^} , um Bemoulli's Lösung fär min- 
der allgemein , als die seinige , erklären ' zu können , behaupten musste, 
dass auch eine analytisch gegebene periodische Function sich nicht immer 
durch eine trigonometrische Reihe darstellen lasse , glaubte Lagrange *) 
diese Möglichkeit beweisen zu können. 

2. 

Fast fünfzig Jahre ve^ngen, ohne dass in der Frage über die 
analytische Darstellbarkeit willkührlicher Functionen ein wesentlicher 
Fortschritt gemacht wurde. Da warf eine Bemerkung Fourier's ein neues 
Licht auf diesen Gegenstand ; eine neue Epoche in der Entwicklung die- 
ses Tbeils der Mathematik b^;ann, die sich bald auch äusserlich in gross- 
artigen Erweiterungen der mathematischen Physik kund that. Foorier 
bemerkte, dass in der trigonometrischen Reihe 

j o, sin a: + dj sin 2j: -)- . . . 

r (X) — \^ bf, -\~ bi cos 3! + ftj cos 2a; -f . . .- ■ 

1) MiscelUaea Taurinensia. Tom. II. Pars math. pag. 18. 

2) Oposcales mathäm&tiqaes p. d'Alembert. Tome premier. 1761. pag. 16. 
art. vn-XX. 

3) Oposculas mathfimatiqaes. Tome I. pag. 42. art. XXIV. 

4) Mise. Taur. Tom. m. Pars math. pag. 221. art. XXV. 
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die Coefficienten sich durch die Fonnebi 

1 r» 1 /"'» 

o» = - / / (ar) sId nxdx, 6, =^ - / f [x) co6 uxäx 

bestimmen lassen. Er sah, dass diese Bestimmungsweise auch anwend- 
bar bleibe, wenn die Function / (x) ganz willkührlich gegeben sei; er 
setzte für f{x) eine so genannte discontinuirliche Function (die Ordinate 
einer gebrochenen Linie fßr die Abscisse x) und erhielt so eine Reihe, 
welche in der That stets den Werth der Function gab. 

Als Fourier in einer seiner ersten Arbeiten über die Wärme, welche 
er der französischen Akademie vorlegte*}, (21. Dec. 1807) zuerst den 
Satz aussprach, dass eine ganz willkührlich (graphisch) gegebene Func- 
tion sich durch eine trigonometrische Keihe ausdrücken lasse, waf diese 
Behauptung dem greisen Lagrange so unerwartet, dass er ihr auf das 
Entschiedenste , entgegentrat. Es soll ^) sich hierüber noch ein Schrift- 
stück im Archiv der Pariser Akademie befinden. Dessenungeachtet ver- 
weist 5) Poisson überall , wo er sich der trigonometrischen Reihen zur 
Darstellung wiUkührlicber Functionen bedient, auf eine Stelle in La- 
. grange's Arbeiten über die schwingenden Saiten, wo sich diese Darstel- 
lungsweise finden soll. Um diese Behauptung, die sich nur aus der be- 
kannten Rivalität zwischen Fourier und Poisson erklären lässt *), zu wider- 
legen, sehen wir uns genöthigt, noch einmal auf die Abhandlung Lagran- 
ge's zurückzukomipen ; denn über jenen Voigang in der Akademie findet 
sich nichts veiöftentlicht. 

Man findet in der That an der von Poisson citirten Stelle S] die 
Formel : 

y = 2fY sin XndX X sin xn + 2fY sin 2Xn dX X sin 2xn 
-\- 2/y sin äXndX x sin Bxn -{- etc. -f- 2fY sia nXnäX sin nxn, 

1) BulletiD des sciences p. la soc. phJlomatique Tome I. p. 112. 

2) Nach einer tnOndUchea Hittheilnng des UerrD Professor Dirichlet. 

3) Unter Andern in dem verbreiteten Trait^ de micaniqae Nro. 323. p. 638. 
i) Der Bericht im buUetin des sciences über die von Fourier der Akademie 

vergelte Abhandlung ist von Poisson. 

5) Mise. Tanr. Tom. HI. Pars math. pag. 261. 
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de Sorte que , lorsque « =^ A> on aura jr = y , y ötant l'ordonn^ qui 
r^ond k Vabiciwe X. 

DieBe Foimel iieht nun allerdings ganz so auü wie die Fourier'scbe 
Reihe; so dasa bei Süchtiger Ansicht eine Verwechselung leicht mßglich 
ist; aber dieser Schein r^hrt bloss daher, weil L^^nge das Zeichen 
fdX anwandte, wo er heute das Zeichen JEAX angewandt haben wQrde. 
Sie giebt die Lösung der Aufgabe, die endliche Sinnsreihe 

ai sin xTi + 02 sin 2x7i -\- ..:-{• a„' sin nxn ' 

so zu bestimmen, dass sie fOr die "Werthe — ^ — — , , .... — — 

»+1b+1 «+1 

von X, welche Lagrange unbestimmt durch X bezeichnet, gegebene 
Werthe erhält. Hätte Lagrange in dieser Formel n unendlich gross 
werden lassen, so wäre er allerdings zu dem Fourier'schen Resultat ge- 
langt. Wenn man aber seine Abhandlung durchliest, so sieht man, dass 
er weit davon entfernt ist zu glauben, eine ganz willkOhrliche Function 
lasse sich wirklich durch eine unendliche Sinusreihe darstellen. Er 
hatte vielmehr die ganze Arbeit gerade untemomnlen, weil er glaubte, 
diese willkührlichen Functionen Hessen sich nicht durch eine Formel aus- 
drücken, und von der trigonometrischen Keihe glaubte er, dass sie jede 
analytisch gegebene periodische Function darstellen könne. Freilich er- 
scheint es uns jetzt kaum denkbar , dass Lagrange von seiner Summen- 
formel nicht zur Fourier'schen Reihe gelangt sein sollte; aber dies er- 
klärt sich daraus, dass durch den Streit zwischen Euler und d'Alembert 
sich bei ihm im Voraus eine bestimmte Ansicht über den einzuschla- 
genden Weg gebildet hatte. Er glaubte das Schwingungsproblem fOt 
eine unbestimmte endliche Anzahl von Massen erst vollständig absolviren 
zu müssen, bevor er seine Grenzbetrachtungen anwandte. Diese erfor- 
dern eine ziemlich au^edehnte Untersuchung *] , welche unnöthig war, 
wenn er die Fourier'sche Reihe kannte. 

Durch Fourier war nun zwar die Natur der trigonometrischen Rei- 

1) Mise. Tftur. Tom. UI. Pars math. p. 251. . 
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hen vollkommen richtig erkannt*); sie wurden seitdem in der' mathemar- 
tischen Physik zux Darstellung willkfthrlicher Functionen viel&ch ange- 
wandt, und in jedem einzelnen Falle üherzeugte mau sich leicht, dass 
die Fourie'r'sche Seihe wirklich gegen Jen Werth der Function conveigire; 
aber es dauerte lange, ehe dieser wichtige Satz allgemein bewiesen 
wurde. 

Der Beweis, welchen Cauchy in einer der Pariser Akademie' am 
37. Febr. 1826 vorgeleeenen Abhandlung gab^), ist unzureichend, wie 
Dirichlet gezeigt hat^]. Cauchy setzt voraus, dass, wenn man in der 
willkflhrlich gegebenen periodischen Function f {x) IBx x ein complexes 
Ai^ment x -\- yt setzt, diese Function fdr jeden Werth von y endlich 
sei. Dies findet aber nur Statt, wenn die Function gleich einer con- 
stanten OrOsse ist. Man sieht indess leicht, dass diese Voraussetzung 
&ii die ferneren Schlüsse nicht nothwendig ist. Es reicht hin, wenn 
eine Function if [x -\- yi\ vorhanden ist, welche föi alle positiven Werthe 
von y endlich ist und deren reeller Theil für y ■= der gegebenen pe- 
riodischen Function f [x) gleich wird. 'Will man diesen Satz, der in 
der That richtig ist^), voraussetzen, so fahrt allerdings der von Cauchy 
eingeschlagene Weg zum Ziele , wie umgekehrt dieser Satz sich aus der 
Fourier'schen Keihe ableiten lässt. 



Erst im Januar 1829 erschien im Journal von Grelle ^] eine Ab- 
handlung von Dirichlet, worin fOr Functionen, die durchgehends eine 
Integration zulassen und nicht unendlich viele Mazima und Minima ha- 
ben, die Frage ihrer Darstelibarkeit durch trigonometrische Reihen in 
aller Sti'enge entschieden wurde. 

1) Bulletin d. bc. tdna. L p. 116. Les coefticieQts a, a, a" . . . ^tant ainsi 
dStermineB ftc. 

2) H^moires de l'ao. d. sc. de Paris. Tom. VI. p. 603. 

3) CreUe Jonmal für die Mathematik. Bd. IV. p. 1&7 k 158. 

4) Der Beweis findet sich in der loanffaraldissertation des Verfassers. 

5) Bd. rV. pag. 167. 
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Die Erkenntoiss des zur Lösung dieser Aufgabe einzuschlagenden 
Weges ergab sich ihm aus der Eineicht, dass die unendlichen Beihen 
in zwei wesentlich verschiedene Klassen zerfallen, je nachdem sie, wenn 
man sämmtliche Glieder positiv macht , convergent bleiben oder nicht. 
In den ersteren können die Glieder beliebig versetzt werden, der Werth 
der letzteren dagegen ist von der Ordnung der Glieder abhängig. In 
der That, bezeichnet man in einer Reihe zweiter Klasse die positiven 
Glieder der Keihe nach durch 

Ol . flz , »3 - - ■ • . 

die negativen durch 

~ Bi, - b2.—bs 

so ist klar , dass sowohl £a, als £b unendlich sein müssen ; denn wären 
beide endlich, so würde die Reihe auch nach Gleichmachung der Zeichen 
convergiren; wäre aber eine unendlich, so würde die Reihe diveigiren. 
Offenbar kann nun die Reihe durch geeignete Anordnung der Glieder 
einen beliebig gegebenen Werth C erhalten. Denn nimmt man abwech- 
selnd so lange positive Glieder der Reihe, bis ihr Werth grösser als C 
wird, und so lange negative, bis ihr Werth kleiner als C wird, so wird 
die Abweichung von C.nie mehr betragen, als der Werth des dem letz- 
ten Zeichenwechsel voraufgehenden Gliedes. Da nun sowohl die Grössen 
a, als die Grössen b mit wachsendem Index zuletzt unendlich klein 
werden , so werden auch die Abweichungen von C, wenn man in der 
Reihe nur hinreichend weit fortgeht , beliebig klein werden , d. h. die 
Reihe wird gegen C convergiren. 

Nur auf die Reihen erster Klasse sind die Gesetze endlicher Sum- 
men anwendbar; nur sie können wirklich als Inbegriff ihrer Glieder be- 
trachtet weiden, die Reihen der zweiten Klasse nicht; ein Umstand, 
welcher von den Mathematikern des vorigen Jahrhund^s Obersehen 
wurde, hauptsächlich wohl aus dem Grunde, weil die Reihen, welche 
nach steigenden Potenzen einer veränderlichen Grösse fortschreiten, all- 
gemein zu reden (d. h. einzelne Werthe dieser Grösse ausgenommen), 
zur ersten Klasse gehören. 

Die Fourier'sche Reihe gehört nun offenbar nicht nothwendig zur 
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vorausgesetzt, dass die Function 9» iß} zwischen den Grenzen dieser Inte- 
grale entweder immer abnimmt, oder immer ztmimmt. 

Mit Hülfe dieser beiden Sätze Ifisat sich, wenn die Function / nicht 
unendlich oft vom Zunehmen zum Abnehmen oder vom Abnehmen zum 
Zunehmen fibe^;eht, das Int^al 

. 2« + 1 , 

2-Jj^») . .-« ^ 

sm — g— 

offenbar in eine endliche Anzahl von Gliedern zerlegen, von denen 
eins *) g^en ^ /^ (a: + 0) , ein anderes gegen ^ t(x ~ Qi), die übrigen 
aber g^en convergiren, wenn n ins Unendliche wächst. 

Hieraus folgt, dass durch eine trigonometrische Reihe jede sich 
nach dem Intervall 2n periodisch wiederholende Function darstellbar ist, 
welche 

1) durchgehends eine Integration zulässt, . 

2) nicht unendlich viele Maxima und Minima hat und 

3) wo ihr Werth sich sprungweise ändert, den Mittelwerth zwischen 
den beiderseitigen Grenzwerthen annimmt. 

Eine Function, welche die ersten beiden Eigenschaften hat, die 
dritte aber nicht, kann durch eine trigonometrische Beihe offenbar nicht 
daigestellt werden; denn die trigonometrische Reihe, die sie ausser den 
UnStetigkeiten darstellt, wfirde in den Unstetigkeitspunkten selbst von 
ihr abweichen. Ob und wann aber eine Function . welche die ersten 
beiden Bedingungen nicht erfüllt, durch eine trigonometrische Reihe dar- 
stellbar sei, bleibt durch diese Untersuchung unentschieden. 

Durch diese Arbeit Dirichlet's wiird einer grossen Menge wichtiger 



1) Es ist nicht schwer zb beweisen, dass der Werth einer Fnnctioii f, welche 
nicht uneodlidi viele Maxima nnd HiDima h«t, stets, sowohl wenn der Ai^nmeot- 
wBftli abnehmend, fJa wenn er znneluoeKd gleich m wird, entweder fetten Grens- 
werthen / (« + 0) tmd /(s — 0) (nach Dirichlet's Bezeichnung in Dore's Bepertoriom. 
der Physik. Bd. 1. pag. 170) sich nähera, oder nnendÜch gross werden müsse. 

3* 
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analytischer UnterBuchungen eine feste Grundlage g^eben. Es war ihm 
gelungen , indem er den Punkt, wo Euler irrte , in volles licfat brachte, 
eine Frage zu erledigen, die so viele ausgezeichnete Mathematiker seit 
mehr als siebzig Jahren (seit dem Jahre 1763) beschfiftigt hatte. In der 
That für alle Fälle der Natur, um welche es sich allein handelte, war 
sie vollkommen erledigt; denn so gross auch unsere Unwissenheit daröber 
ist, wie sich die Ki-fifte und Zustände der Materie nach Ort und Zeit 
im Unendlichkleinen ändern, so können wir doch sicher annehmen, dass 
die Functionen, auf welche sich die Dirichlet'sche Untersuchung nicht 
erstreckt, in der Natur nicht vorkommen. 

Dessenungeachtet scheinen diese von Dirichlet unerledigten Fälle 
aus einem zweifachen Grunde Beachtung zu verdienen. 

Erstlich sfeht, wie Dirichlet selbst am Hchlusse seiner Abhandlung 
bemerkt, dieser Gegenstand mit den Principien der Infinitesimalrechnung 
in der engsten Verbindimg und kann dazu dienen , diese Principien zu 
grosserer Klarheit und Bestimmtheit zu bringen. In dieser Beziehung 
hat die Behandlung desselben ein unmittelbares Interesse. 

Zweitens aber ist die Anwendbarkeit der Foujrier'schen Reihen 
nicht auf physikalische Untersuchungen beschränkt; sie ist jetzt auch in 
einem Gebiete der reinen Mathematik, der Zahlentheorie, mit Erfolg an- 
gewandt, und hier scheinen gerade diejenigen Functionen, deren Darstell- 
harkeit durch eine trigonometrische Reihe Dirichlet nicht untersucht hat, 
von Wichtigkeit zu sein. 

Am Schlüsse seiner Abhandlung verspricht freilich Dirichlet, später 
auf diese Fälle zurückzukommen, aber dies Versprechen ist bis jetzt 
unerfüllt geblieben. Auch die Arbeiten von Dirksen und Bessel über 
die Cosinus- und Sinusreihen leisten diese Ergänzung nicht; sie stehen 
'\ielmehr der Dirichlet'schen an Strenge und Allgemeinheit nach. Der 
mit ihr fast ganz gleichzeitige Aufsatz Dirksen's ^J welcher offenbar ohne 
Kenntniss derselben geschrieben ist, schlägt zwar im Allgemeinen einen 
richtigen "Weg ein, enthält aber im Einzelnen einige Ungenauigkeit^n. 



1) Crelle's Journal. "Bd. IV. p. 170. 
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Denn abgesehen daTon, dass er in einem speciellen Falle ^) fBr die Summe 
der Keihe ein falsches Resultat findet, stützt er sich in einer Nebenbe- 
trachtung auf eine nur in besonderen Fällen mögliche Reihenentwick- 
lung 2) . 80 dass sein Beweis nur für Functionen mit überall endlichen 
■ersten Diffn'entialquotienten Tollst&ndig ist. Besael^) sucht den Dirich- 
let'aohen Beweis zu verein fachen. Aber <tie Aenderungen in diesem Be- 
weise gewähren keine weseptÜche WreiBfachang in den Schlüsseb, son- 
dern dienen höchstens dazu, ihn in geläufigere Begriffe zu kleiden, 
während seine Strenge und Allgemeinheit beträchtlich darunter leidet. 
Die Präge über die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigo- 
nometrische Reihe ist also bis jetzt nur unter den beiden Voraussetzun- 
gen entschieden, dass die Function durchgehends eine Int^ration zuläsat 
und nicht unendlich viele Maxima und Minima hat. Wenn- die letztere 
Voraussetzung nicht gemacht wird, so sind die beiden Int^raltheoreme 
Dirichlet's zur Entscheidung der Frage unzulänglich; wenn aber die 
erstere wegfällt , so ist- schon die Fourier'sche Coefficientenbestimmung • 
nicht anwendbar. Der im Folgenden, wo diese fVage ohne besondere 
Voraussetaungeu Über die Natur der Function untersucht werden soll, 
eingeschlagene Weg ist hierdurch, wie man sehen wird, bedingt; ein so 
directer Weg , ■ wie der Dirichlet^s , ist der Natur der Sache nach nicht 
möglich. 



Ueber den Begriff eines bestimmten Integrals und den TJmtang 
-seiner Gültigkeit 



Die Unbestimmtheit , welche noch in einigen Fundamental punkten 
der liebre von den bestimmten Integralen herrscht, nöthigt uns. Einiges 



1) I. c. Formel 22. 

2) 1. c. Art. 3. 

3) Schamacher. Astronomische Nachrichten. Nro. 374 (Bd. 16. p. 
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vorau&uschicketi über den Begriff eines bestimmten Int^;rals und den 
Umfang seiner Oaltigkedt 

i 

Also zuerst: Was hat man unter y f [x) dx zu verstehen? 

Um dieses festzusetzen,- nehmen wir zmschen a und b der GrOsse 
nach auf einander folgend, eine Reihe von. Werthen sei. z% , ■. . . , -x,^~i 
ea und bezeichnen der Kfirze w^ön x\ — ß durch i\, .»2 — a^ durch 
^, , . . . , i — a;._i durch 3« und durch < ^nen positiven Sehten Bruch. 
£& wird alsdann der Werth der Summe 

8= d^ /'(« + *,'»,) +«Ja/'{a^, +«2^a) + *»« AC^a + «« J») + ■ ■ • 

TOP der Wahl der Interr^e i und der Grössen « abhftngeu. Hat sie 
nun die Eigenschaft, wie auch 9 und e gewählt werden mögen, sich einer 
festen Grenze A unendlich zu nähern, sobald sämmtliche 3 unendlich 

klein werden , so heisst dieser Werth J f [x) dx. 

Hat sie diese Eigenschaft nicht, so hat y ^(x) d* keine Bedeutung. 

Man hat jedoch in mehreren Fällen versucht, diesem Zeichen auch dann 
eine Bedeutung beizulegen, imd unter diesen Erweiterungen des B^riffs 
eines bestimmten Integrals ist eine von allen Mathematikern- angenom- 
men. Wenn nämlich die Function fix) bei Annäherung des Aiguments 
an einen einzelneu Wertb c in dem Intervalle {a, b) unendlich gross 
wird, so kann offenbar die Summe S, welchen Grad von Kleinheit man 
auch den S vorschreiben möge, jeden beliebigen Werth erhalten; sie hat 

also keinen Grenzwerth,,undy /(a;) dx würde nach dem Obigen keine 
Bedeutung haben. Wenn aber alsdann y /" (jc) dx -{-J' f (x) dx sich, 

a e+a, 

wenn a^ und a^ unendlich klein werden, einer festen Grenze nähert, so 
versteht man unter J" f {x) .dx diesen Grenzwerth. 
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Andere Festsetsungen ton Cauchy aber d&a. Begriff des bestimmten 
Integrales in den Fällen, wo es dem Grundbegriffe nach ein solcfies 
nicht giebt, mfigen fOr einzelne Klassen von Untersuchungen zweckmässig 
sein; sie sind indess nicht al^emein eingeführt und dazu, schon wegen 
ihrer grossen WiUkührlichkeit, wohl kaum geeignet. 



Untersuchen wir jetzt zweitens den Umfang der G^ültigkeit dieses 
Begriffs oder die Freige: in welchen Fällen lässt eine Function eine ln> 
tegration zu und in welchen nicht? 

Wir betrachten zunächst den Integralbegriff im engem Sinne, d. h. 
wir setzen voraus, daas die Summe S, wenn sämintliche d unendlich klein 
werden , conrergirt. Bezeichnen wir also die grösste . Schwankimg der 
Function zwischen a und ai^, d. h. den Unterschied ihres grössten und 
kleinsten Werthes in diesem Intervalle, durch j|>i , zwischen x^ und x, 

durch i>2 zwischen x,^i und b durch Dn . so muss 

^1 i), + J, i), + . . . + rf, />« 
mit den Grössen-^ unendlich klein werden. Wir nehmen ferner an, 
dass, so lange sämmtliche J kleiner als d bleiben, der grösste Werth, den 
diese Summe erhalten kann, A sei; A wird alsdann eine Function von 
d sein, Molche mit d immer abnimmt und mit dieser ChrOsee unendlich 
klein wird. Ist nun die GiesammtgrOsse der Intervalle, in welchen die 
Schwankungen grösser als sind, =;= «, so wird der Beitrag dieser Inter- 
valle zur Summe ^1 i)| -f- ^z -'^s ~^ . . . -\- in Hn offenbar > a». Man 
hat daher 

A 
M < «>i /?,+ 5j 2)ji 4- ..■ + '»» ^« < A, folglich « < — . 

A 

— kann nun , wenn ff gegeben ist, immer durch geeignete Wahl von d 

beliebig klein gemacht werden; dasselbe gilt, daher von 9, und ee e^iebt 
sich also: 

Damit die Summe S, wenn sämmtliche it unendlich klein werden, 
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conreigirt, ist ausser der Endlichkeit der Function f(sB) noch erforder- 
lich, dass die Gtesatomtgrösse der Intervalle, In welchen die Schwankun- 
gen ^ ff sind, was auch a sei, durch geeignete Wahl von d beliebig 
klein gemacht werden kann. 

Dieser Satz lässt sich auch umkehren: 

Wenn die Function f (x) immer endlich ist, und bei unendlichem 
Abnehmen sämmtlicher Grössen 3 die Q^sammtgrösse « der Intervalle, 
in welchen die Schwankungen der Function / [x) grösser , als eine ge- 
gebene Grösse a, sind, stets zuletzt unendlich klein wird, so convergirt 
die Summe S, wenn sämmtliche d unendlich klein werden. 

Denn diejenigen Intervalle, in welchen die Schwankungen > er sind, 
liefern zur Summe ii Di -{- ^^ D^ +...-{- Sn D^ einen Beitrag, 
kleiner, als «, multiplicirt in die grOsste Schwankung der Function zwi- 
schen a und b, welche [n. V.) endlich ist; die flbrigen Intervalle einen 
Beitrag <[ v [6 — «). Offenbar kann man nun erst a beliebig klein an- 
nehmen und dann immer noch die Grösse der Intervalle (n. V,) so be- 
~ bestimmen , dass auch « beliebig klein wird , wodurch der Summe 
^1 Dl -\- . . . -\- in Dn jede beliebige Kleinheit gegeben , und folglich 
der Werth der Summe iS in beliebig enge Grenzen eingeschlossen wer- 
den kann. 

Wir haben also Bedingungen geiunden, welche nothwendig und 
hinreichend sind , damit die Summe S bei unendlichem' Abnehmen der - 
Grössen S conveigire und also im engem Sinne von einem Int^rale der 
Function / {x) zwisdien a und b die Rede sein könne. 

Wird nun der Integralbegriff wie oben erweitert, so ist offenbar, 
damit d» Integration durcl^ebends möglich sei , die letzte der beiden 
gefundenen Bedingungen auch dann noch nothwendig; an di? Stelle der 
Bedingung, dass die Function immer endlich sei, aber tritt die Bedin- 
gung, dass die Function nur bei AnnSherung des Aiguments an ein- 
zelne Werthe unendlich werde, und dass sich ein bestimmter Gh'enz- 
werth ergebe, wenn die Grenzen der Int^;ration diesen Werthen unend- 
lich genähert werden. 
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, Nachdem wir die Bedingungien füx die Möglichkeit ei:^ea bestimm- 
ten Integrals im Allgemeinen , d. h. ohne besondere Voraussetzungen 
über die Natur der zu integrirenden Function, untersucht haben, soll nun 
diese Untersuchung in besonderen Fällen theils angewandt, theils weiter 
auagefOhrt werden , und zwar zunächst fOr die Functionen ,. welche zwi- 
schen je zwei noch so engen Grenzen unendlich oft unstetig sind. 

Da diese Functionen noch nirgends betrachtet sind', wird es gut 
sein, von einem bestimmten Beispiele auszugehen. Man bezeichne der 
Kürze wegen' diirch {x) den Ueberschuss von x fiber die nächste ganze 
Zahl, oder, wenn x zwischen zweien in der Mitte liegt und diese Be- 
stimmung zweideutig wird, den Mittelwerth aus den beiden Werthen 
t und — ^, also die Null, femer durch n eine ganze, durch p eine 
ungerade Zahl und bilde alsdann die Beihe 

80 cbnveigirt, wie leicht zu sehen, diese Beihe !hr jeden Werth von «; 
ihr Werth nähert sich, sowohl; wenn der ArgumentwerÖi stetig abneh- 
mend, als wenn er stetig zuneWend gleich x wird, stets einem festen 

(^enzwerth , und zwar ist , wenn x =i ^~ (wo p, n rektive Primzahlen) 

\ ■„' ■^" \ i( ,2«, . ■ ■.; Vir; ■ ,.' 

/(^ + 0) = /-W -,gi,.(l,;+-4i+^H-y ■) =/W - —,.,. 

-- ./(,_«),:»,,/■(,) H-,^(l+.J+^.+ , ,.).». ,(^) ^. ^ ■, 

piesf» Function ist aleo för jeden rationalen Werth von x, der in 
den,, kleinsten Zahlen aiisgedrackt' ein' Brutih init geradem Nenner ist, 
»nsleüg , „also Birischfn je; fwei:nO|ch,,$p jei^n, Qrwu^ iVjiendJMl) «ft, 
so Jedoch, ,(la«^die,ZftIfl <ler,apr«|ige, mlflUe gfivm iHf. eine g(|;elKa« 
Grösse sind, immer endlich ist. Sie lässt durchgehends eine Int^gKa^w 

i 
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zu. In der That genflgen hiezu neben ihrer Endlichkeit die beiden 
Eigenschaften, dasa sie fOr jeden Werth von « beiderseits einen Grenz- 
werth / (iT -|- 0) und f [x — 0) hat, ui^d dass die Zahl der Sprünge, welche 
grösser oder gleich einer gegebenen Grösse ff sind , stets endlich ist. 
Denn wenden wir unsere obige Untersuchung an, so lüsst sich offenbar 
in Folge dieser beiden Umstände d stets so klein annehmen, dass in 
Bämmtlichen Intervallen, welche diese SprQijge nicht enthalten, die Schwan- 
kungen kleiner als a sind, und dass die Gesammtgrösse der Intervalle, 
welche diese Sprünge enthalten, beliebig klein wird. 

Es verdient bemerkt zu werden, dass die Functionen, welche nicht 
unendlich viele Maxima und Minima haben (zu welchen übrigens die 
eben betrachtete nicht gehört), wo sie nicht unendlich werden, stets 
diese beiden Eigenschaften besitzen und daher allenthalben, wo sie nichf 
unendlich werden, eine Integration zulassen, wie sich auch leicht direct 
zeigen l&sst. 

Um jetzt den Fall, wo die zu integrirende Function / (ü?) für einen 
einzelnen Weilih unendlich gross 'wird, näher in^ Betracht zu ziehen, 
nehmen wir ^, dass. dies für x = stattfiiide, so dass bei abnehmen- 
dem positiven j: ihr,' Werth zuletzt über jede gegebene Grenze wächst. 

Es lässt sich dann leicht zeigen, dass xf{x] bei abnehmendem « 
von einer endlichen Grenze a an, nicht fortwährend grösser als eine end- 
liche (Grösse e bleiben könne. Denn dann wäre J" f{x) dx^^ e J —, 

also, grösser als ^ (log — — log — ), welche .Grösse mit abnehmendem 
^ X aJ 

X zuletzt in's U«endlicl^e wächst. ^ mOss also ißf{x), yrmai 'diese Func- 
tion nicht in der Nähe von x ^Q unendlich viele Maxima und Idinima 
hat, nothwendig mit x uhendlich. klein werden, damit f [x) e^her Inte- 

' f ix) dx i\ o) 

gration föhig sein könne. Wenn i^ideierseits / \x) af^ =* ■ ■ . . - — ; — - 
■ ■■ '■' ' d (*i— ■) 

bei ^em Wetth von « •< 1 mit x unendlich klein wird , ao ist klalr, 

dus du Integnil bei uAendlichem Abnehmen deruiäteren Otenzd con- 

TCTgiirt.'-- ' ' ■ 
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Ebenso findet msa, dass im Falle der Caareige/mz des Integrals die 
IVinctionen 

1 f (x) dx * j 

/(*);rlog- = -— --— ./(^}Ä.log-loglog- 



- rfloglog2 ' o! X — rfloglog 1<^J 

m i 

/ (^>p log - log log - ... log - log - = _" ' 



nicht bei abnehmendem x Ton einer endlichen (Frenze an fortwährend 
grosser als eine endliche Grösse bleiben können, und also, wenn sie nicht 
unendlich viele Maxima und Minima I^aben, mit x iinetndlich klein wer- 
den mOssen ; das« dagegen 4af> Int^;ral /f{ai) dx bei tinendlichem Ab- 
nehmen der unteren Grenze convergire, sobald 

fix) :r . log - ... log - (log -) = V-^lTi^ 

&ix O' ^ 1 mit X unendlich klein wird. 

Hat aber die Function f(m) unendlich viele Maxima und Minima, 
so lässt sich Aber dieOrdntmg ihres Unendlichwerdena nichts bestimmen. 
In der That, nehmen wir an, die Function sei ihrem absoluten Werthe 
nach, wovon die Ordnung des Unendlicbwerdens allein abhängt, gegeben, 
«o wird man immer durah 'geeignete Bestimmung des Zeichens b«wirken 
können, dass das Ibit^ral // {x) dr bei unendlichem Abnehmen der un- 
ter^ Grenze - convergire. Als Beispiel, einer 8<ilc^en Punetion , welche 

unendlich wird und zwar so, dass ihre Ordnung (die Ordnung von — 

w 

als Einheit genommen] unendlich gross ist, mag die Function 

, ji 

d fx cos (e "n i 1 i i 

; = COS «*-! e*sinc* 

dx _ ^ X 

dienen. 

Das mOge fiber diesen im Gbmnde in ein anderes Gebiet gehOrigeu 

4* 
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GegenstandL gehflgen; wir gehbn jetct sn unsere dgentUcbe Au%abe, 
eine allgemeine Untersuchung über die Darstellbarkeit einer FunctiaA 
durcb eine trigonometrische Beihe^ r 



Untersudiiing , der Därstellbai'fcmt eine« Function durch eine tri- 
gonometrische Beihe ohne besondere Voraussetzungen über die 
Natur der Function. 



Die bisherigen Arbeiten Sber diesen Gegehstand hatten deit Zweck, 
die Fourier'schfe ' Beihe für die in der Natur vorkommenden RUle au be^ 
weisen; es konnte daher der Beweis ffeeine ganz- wiUkührlich ange*- 
nommeue Ftmotdon bpgonnen, und ^Etei? der Gang der Function behuf 
des Beweises wiUHührlichen Beschränkungen unterworfen werden,' wenn 
sie nur jenen Zweck nicht beeinträchtigten. Für unsem Zweck darf 
derselbe nur den zur Darstellbaikeit' dcar Function nothwendjgea' Bedin- 
gungen unterworfen werden; es müBsea dahe|: zui^chst zur Dai^Hbar- 
luät'inoÜiTf endige Bedoogungen angesucht und auB dieaen.dsnn zur Dar<- 
stellbarkeit hinxeichiende AusgewfiblC .werden. -iWährend also die bit^cr^ 
gen Ari)eü£n zelten: wenn eine Fnn$tion^ dieae .und<j»iiö £igen«clm£tea 
hat, «o ist sie doireh die Fxmrici'dehe Bieibe.darsteUbfu:; müssen wir von 
der niDgekehrten' Frage ausgehein: Wenif eine Function durch leine 
tiogoaometEisahB Iteihfe äarsteUbaii'isf, ittis t£blgt dimma Aber ihräfi Owig, 
Aber die Aepderung ihres Werthegbei stetiger Aenderung des Arguments? 
■i. Demnach betrachten wir die Beihe 

'' tfi ^"ar ^^ «^ sin 5^ -f^ '. . . ■■"' 

^ bff -^ bi COB X -\- 62 coa 2x -^ .. . 
oder, wenn wir der . Körze Iwegen' ' M " 

^ 6(, = Aq, Ol sm a; -{- bi cos x = Ai, a^ sin 2x ^ b^ cos 2ar = A^^, . . . 
setzen, die Reihe -; ' > 
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als g^eben. Wir beseicimen dieses. Aiisdruck durch A und «eineH 
Werth durch ^(tr), so dass diwe Function iiux fOr diejenigeu "Sj^^jcÜf^ 
von ae vorhanden ist, wo die Ueihe conv^igirt. 

. Zur CoQTei^nz einer Reihe ist i^tfawendig, daB$ ihre Gli^» xfiir 
lei^ unendlich kleiu werden. Wem die Coef&cieiuten,:^, 4* mit wach^ 
sintdem m in's Uneatdliche abnehmen, so werden, dje Glieder der Seih« 
A f%r jadoir Wevth, ^«1:31 :i;uktzt unendlich klein; anderP&Us.I^U^ 
dies nur. &r besondre Werthe Ton.o; Htat(findei}. £s.i8^ nSthJg^ b«i4? 
Fälle getrennt zu behandeln. 

8. , , ; 

Wir setzen also zunächst Toraus, dass die Glieder der Rcdhe iZ fäx 
jeden Werth von x zoletzt unendHch klein werden. ) 

Unter dieser Voraussetzung convergirt die Beihe 

C + e z + A,"^ - A, -^^ - ^ . . . = F{x). 

welche man aus J2 durch , zweimalige Int^ration jedes Gliedes nach x 
erhalt, für jeden Werth von x. Ihr Werth F((f) Ändert, sich niit x stetig, 
und diese Function P von x iSsst folglich allenthalben eine Integration zu. 
Um Beides — die Convei^enz der Seihe und die Stetigkeit der 
Function F {x) — einzusehen, bezeichne man die Summe der Glieder 

bis !^ einschhesslich durch N, den Best der Beihe, d. k. ^e Reihe 

■ . ^+1 _ . - .At+a _ ".■■■■ i .. ,, 

(■+1)2 (« + 2)2 /; * . ,^ 

durch R ufid den grösaten Werth von Am f ür m >> n dvi^ch e. Alsdann 
blei)it der Werth von R, wie weit man diese Reihe fortsetzen mOge. 
offenbar al^sehen vom Zeichen '' ' " 

. ■ . . . ■<«./ L_ + . J. , +,; ..V<i: :■■ ■. 

und kann ,^laQ pi ,Uelieb^ eng4. Gren^n, eipge^cblo^8«n wer^ei», wenn 
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man n nur hinreichend gross annimmt; folglich convetgirt die Reihe. 
Femer iat die Function F {x) stetig; d. h. ihrer Aendeiung kann jede 
Kleinheit g^;ehen werden, wenn man der entsprechebden Aendernng 
Ton a eine' hinreichende Kleinheit vorschreibt. Denn die Aendemhg von 
F {x) setzt sich zusammen aus der Aenderung von R and von N; oSßa- 
bar kann man nun'erst » so gross annehmen, dass R, was auch x -sei, 
und folglich auch die Aenderung von R Ar jede AeadaTing von x bfe^ 
liebig klein wiird, und dann die Aendenmg von x so klein annehmen, 
dass auch die Aenderung von N beliebig klein wird. 

Es wird gut sein , einige Satze Aber diese Function F {x) , deren 
Beweise den Faden der Untersuchung unterbrechen wOrden, vorauf- 
snschicken. 

Lehrsatz 1. Falls die Keihe J2 convergirt» convei^iirt 

F{x-^a-\- ß) — P{x-ta- ß) — F {jt — a -\- ß) -{. F {x — a — ß) 
Aaß 

wenn cc und ß so unendlich klein werden, dass ihr Verhältniss endlich 
bleibt, g^en denselben "Werth, wie die Reihe. 
In del- That wird 

Fjx-^'U-^^ß) - F{x-\-a~P) — F[x-a-\-ß) -{•F{x—a~ß) 
^aß 

sin a sin /J sin 2a sin 2ß sin 8« sin Zß 

== ^0 + ^1 ~ J- + ^* -2^ 2r "^ ■ 8« 3i? "*" ■ • ■ 

oder, um den einfacheren Fall, wo J? = «, zuerst zu erledigen, 

Fix-\-Sa}—2F{x)~\-F(x-2a) _ , /""^V-i.^ /^^Vu. 

Ist die unendliche Reihe j1(, + J, -J- -4, + ...=:/ {at}, die Reihe 
A^ -^ Ai -\- . . -\- A»—i = f[x) -\- Sa, so muss sich für eine beliebig 
gegebene GrOeseV ein Werth m von n angeben lassen, so dass, wenn 
»>•!,««<; J wird. Nehmen wir nun « so klein an, dass ma <C. n, 
Setzen wir femer mittelst der Substitution An = fn+i — e». 
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und theilen wir diese letztere unendliche Reihe in drei Theile, indem wir 
i).die Glieder Tom Indev 1 bis nt einschliesalich, , 

2) Tom Index m -)- 1 bis zur grOssten unter — Uzenden ganzen 

Zahl, welche » sei, | — , '■ 

S>) von « + 1 bis unendlich, 
zusammenfassen, so besteht der erste Theü ans einer endlichen Anaafai 
stetig sich finderpder Glieder und kann daher seinem Orenzwerth: h&^ 
U^ljig genähert werden, ,^enn man a hinreichend Hein. w;erden lässt; 
der zweite Theil ist, da der Factor von «« beständig positiv ist, o&nbar 
abgesehen Vom Zeichen 



. , fy-sin ma\* /-sin stty*\ 



um endlich deh dritten Theil üi Grenzen €inzascfalie§seii, zerlege" man 

du allgenieine GCed in .-■-■-- _ -■■ i. — -., -- \. i 



f >sin (fl — 1) «>. * ^sin (»—1) «^ *1 



und., ir^t'>-^K' - f^J^-U=^ ^ .w rJ""- ^"'^' 

y' 'na / \ na J 1 (»«)• 

so leuchtet einj ddss es ,' -■- •■' ' ■ ■ ■■ ■-■ ■ ' • ■■•■> ■■ - ''■ 



1(« -*^ 1)» . aa nmuf mut 

und folglich die Summe von.» = » -f- 1 bi»>Ji 

irdchei Werth fftr ein unendlich kleines a in 



j:.; .. ... 
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Die Keihe 

y-sin (n — 15 



S e. 



(■ — . 1) « -' ~ 1~;ü~/ } 



nfihert sich daher mit abnehmendem « einem Grenewerth, der -nicht 
grosser als - . ! 

11 



{^^l 



■ + 

i 

sein kann, atao Null seüii inoss, und folglich convei^iirt 

fH:?±:?5^*^=^,wekhes=Ax)+xJr'°fc;i??)'_fJ?!^'l 

mit in's Unendliche abnehmendem tt gegen / (x), wodurch unser Satz für 
den Fall ß = a bewiesen ist. 

Um ihn allgemein zu be^veiBen/sei 

F [X. + (< <+ «, - :3F (») + 7?. C» - « -r.ft = (« + /»)>(/• (*j + J,) .. 



F{p+<t+,ß) —Fiß + u — ß) — Fix— a + ft) + F {x— u — P) 

'-' .,' = ittßt(x) + (•+,^»' *, ^ («'-^ Ä« i,. \i 

In Folge des eben Bewiesenen werden nnn d^ und i^ unendlich JdeiQ. 
sobald tt und i? mündlich Ide^ werden; e^ wird also auch 

- 4o# ; .». . 4«^ .. '^« .- ,.. .-, 
nuendlich klein, wenn datjei die Cobffif^ienten von dj und 8^ nicht un- 
endlich gross werden, was nicht statt^det. wenn zugleich - endlich 
bleibt; und folglich conrergirt. alsdann 
K -r^-r,', K-r^ \ a ^-^ gegen /(«),w.z. b.w.. 
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Lehrsatz 2. 

F (x-\-2a) 4- F{iP— 2a) — 2F {x) 
2ä 
wird stets mit a unendlich klein. 

Um dieses zu beweisen , theile man die Reihe 

2 A. C^^)' 
\ na / 

in drei Gruppen, von welchen die erste alle Glieder bis zu einem festen 
Index « enthält, von dem aii An immer kleiner als e bleibt, die zweite 
alle folgenden Glieder, för welche na < als eine feste Grösse c ist, die 
dritte deu Rest der Reihe umfasst. Es ist dann leicht zu sehen, dass. 
wenn et in's Unendliche abnimmt, die Summe der ersten endlichen Gruppe 

endlich bleibt, d. h. <C eine feste Grösse Q; die der zweiten < « -, die 

der dritten 

1 e 

< B S < . 

e<iia •*""*' "f" 

Folglich bleibt 



<2 (e„ + , (» + !)), 



woraus der z. b. Satz folgt. 

Lehrsatz 3. Bezeichnet man durch b und c zwei beliebige Con- 
stanten, die grössere durch c, und durch i {x) eine Function, welche 
nebst ihrem ersten Differential quotienten zwischen b und c immer stetig 
ist und an den Grenzen gleich Null wird, und von welcher der zweite 
DifFereutialquotient nicht unendlich viele Maxima und Minima hat, so 
wird das Integral 

ftf f F [x) cos fi {X — a) X {x) dx , 
b 

* 5 
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wenn /# in's Unendliche wächst, zuletzt kleiner als jede gegebene GrOsse. 
Setzt man für F \as) seinen Ausdruck durch die Beihe , so erhSlt 
man i^r 

("<" y F(ar) cos/* (x — c^ X [x) tb; 
h 
die Beihe (*) 

i"-» y (C -\- C is -{- Ag —'^ C08 fi {x — a) A (x) dx 

— S — J A^ cos fi (ic— a) i (x) dx 
1,« *"*? 

Nun lässt sich An cos ft (x — a) offenhar als ein Aggregat 
von cos (m + «} (x — o), sin (/« + «) {x — a), cos (/i — n) {x — a), 
sin (// — fl) {x — a) ausdrücken, und bezeichnet man in demselben die Summe 
der beiden ersten Glieder durch B^+«, die Summe der beiden letzten 
Glieder durch Bfi-n, so hat man cos ^ (a; — a) A, = Bft+n -+- Ä^-n, 

'-^ = - ^ +'»'= *'+■• ^-^ = - (^ - ')' *'--" 

und es werden B/i+* und Bfi—n mit wachsendem n, was auch x sei, zu- 
letzt unendlich klein. 

Das allgemeine Glied der Reihe 4> 

— — J Ah cos fl {x — o) i {x) dx 
wird daher 

- »2(^ + »)''-', ir^ '' ^''' ""^ + »2 1„ -«)'■{ dx!! ''*'"' *° 

oder durch zweimalige partielle Integration, indem man zuerst X (x), dann 
X {x) als constant betrachtet. 
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da Ä (x) Qud X (ir) und daher auch die ans dem Integralzeichen treten- 
den Qlieder an den Grenzen = werden. 

Man Überzeugt sich nun leicht, daasjBf,+n X' (m) dx, wenn ft 

in's Unendliche wächst, was auch n sei, unendlich klein wird ; denn die- 
ser Ausdruck ist gleich einem A^regat der Integrale 

J ccw C« + ») (a; — a) X' [tjs) <tr, y sin t« + n) [x — ci\ X" (x) (te 

und wenn ji* + » unendlich gross wird, so werden diese Integrale, wenn 
aber nicht, weil dann » unendlich gross wird, ihre Coefficienten in diesem 
Ausdrucke unendlich klein. 

Zum Beweise unseres Satzes genQgt es daher offenbar, wenn von 
der Summe 



fiber alle ganzen Wertbe von n ausgedehnt, welche den Bedingungen 
« <| — c', c" <! « < /* — c"*, ,(* + «"'<;« genügen, ffir ii^end 
welche positive Werthe der Grßssen c gezeigt wird, dass sie, wenn ^ 
unendlich gross wird, endlich bleibt. Denn at^esehen von den Gliedern, 
för welche — c <[ b < c", ji« - c'" ■< « <; jt* + e'*', welche offen- 
bar unendlich klein werden und ron endlicher Anzahl sind, bleibt die 
Reihe ^ offenbar kleiner als diese Summe, multiplicirt mit dem grOastea 

Werthe von JB^±» X' {x) dx, welcher unendlich klein wird. 

Nun ist aber, wenn die GrOssen c >^ 1 sind, die Summe 

1 



in den obigen Ghrenzen, kleiner als 



1 p dx 

fiJ {l — a:)« X* 



ausdehnt von 
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c - 1 e" — 1 , . , c'" — 1 ^ , c'F _ 1 

— CO ois , bis 1 , 1 H bis co; 

fi ft fi fi 

denn zerl^ man das ganze Intervall von — 00 bis + CO von Null 

anfangend in Intervalle von der Grösse ~, und ersetzt man überall die 

Function unter dem Int^ralzeichen durch den kleinsten Werth in jedem 
Intervall, so erhält man, da diese Function zwischen den Integrations- 
grenzen nirgends ein Maxiraum hat, sämmtliche GUeder der Reihe. 
Führt raan die Integration aus , so erhält mau 

U^^i^^f = l (- ^+ 1^+2"«— 21<«(1— ))+<=°-t. 

und folglich zwischen den obigen Grenzen einen Werth, der mit fi nicht 
unendlich gross wird. 



Mit Hülfe dieser Sätze iSsst sich über die Darstellbarkeit einer 
Function durch eine trigonometrische Reihe, deren Glieder für jeden 
ArgumenCwerth zuletzt unendlich klein werden. Folgendes feststellen: 

I. Wenn eine nach dem Intervall 27r periodisch sich wiederholende 
Function / [x] durch eine trigonometrische Reihe, deren Glieder für jeden 
Werth von x zuletzt unendlich klein werden , darstellbar sein soll , so 
muss es eine stetige Function F [x] geben, von welcher f [x) so ab- 
hangt, dass 

F{x-\- a-^ ^ — f(a; + a — j3) — F [x ~ a -\- ß) + F(x — a—ß) 
Aaß 

-wenn « und ß unendlich klein werden und dabei ihr Verhältniss end- 
lich bleibt, gegen f(x) convergirt. 

Es muss ferner /u/t JF (x) cos /* (x — a) X [x] dx, wenn X {x) und 

X (x) an den Grenzen des Integrals -= und zwischen denselben immer 
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stetig sind , und i" [x) nicht unendlich viele Maxima und Minima hat, 
mit wachsendem ju. zuletzt unendlich klein werden. 

n. Wenn umgekehrt diese beiden Bedingungen erfüllt sind, so 
giebt es eine trigonometrische Reihe, in welcher die Coefficieuten zuletzt 
unendlich klein werden, und welche überall, wo sie convergirt, die Func- 
tion darstellt. 

Denn bestimmt man die Grössen C, Aq so , dass F (x] — Cx — 

Ao -^ eine nach dem Intervall 2ji periodisch wiederkehrende Function ist, 
und entwickelt diese nach Fourier's Methode in die trigonometrische Reihe 
A^ A^ A^ 



Ifj,"'.') -C- ^l)"'" " (»^ - "* = - ä 

setzt, 60 muss (n. V.) 

4» = — - /7/^{0 — Ct — Ao ") cos n{x ~t) dt 

mit wachsendem n zuletzt unendlich klein werden; woraus nach Satz 1 
des vorigen Art. folgt, dass die Reihe 

A^ + A, -\- A^ + . . . 
überall, wo sie convergirt, gegen f {x) convergirt. 

m. Es sei 6 <! X <C c, und p (/) eine solche Function , dass q (') 
und p' {() für t = b und ( = c den Werth haben und zwischen die- 
sen Werthen stetig sich ändern, p" (/) nicht unendlich viele Maxima und 
Minima hat, und dass ferner für / = a: p (/) = 1, q {l) = 0, p" {/) = 0, 
p'" (t) und e"'(^ aber endlich und stetig sind; so wird der Unterschied 
zwischen der Reihe Aq ~\- A^ -\- . . . -\- An und dem Integral 
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sin — — (x—l) 
dd ? 

1 r" ^"-2 

i-/fW ,-^ eM-' 

mit wachsendem n zuletzt unendlich klein. Die Reihe j4o + -^l + -^2 + - • 
wird daher convergiren oder nicht convergiren je nachdem 

sm — T-_ (x_( 
dd. ' 



2^/*'"l Sff— PW* 



1 /• = ^ 



sich mit wachsendem a zuletzt einer festen Qrenze nähert oder dies nicht 
stattfindet. 

In der That wird 

Ai+At + ...A.=^ i/'C W — C( — ^ I) .T- ». cos • (»— <) * 



sm — — (x-tj 

dd 

. x — t 

. „„d«cos«(*— <) "" ~2" 
2X— nncosiitr — <) = 2.r ^ : = r 

i,. i,. *' de 



■ 2»+ 1 , 
sin —-—[x — ti 

dd 



1 /-/ «V ™ 

Nun wird aber nach Satz 3 des vorigen Art. 



2~ 
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1-J'(f{i)-c,-a„^). 



^j^ ^r^.,-.,-^^j _:: ^^^^ 

bei unendlichem Zuuehmeü von n unendlich klein, wenn Ji {tj nebst 
ihrem ersten Differentialqaotienten stetig ist , X' (l) nicht unendlich Tiele 
Maxima und Minima hat, und fOx t = x /l {l) ^ o, Z' (£) := o, X" {t) = o, 
X" (fi und X'" (t) aber endlich und stetig sind. 

Setzt man hierin ^ [t) ausserhalb der Grenzen b, c gleich 1 und 
zwischen diesen Gfrenzen =1 — p (*), was offenbar verstattet ist, so folgt 
daas die Differenz zwischen der Reihe vii -f- ■ • - + -^ ua<l ^^^ Int^ral 

sin— s~ (a;— *) 
dd — 

. x—t 

mit wachsendem n zuletzt unendlich klein wird. Man fiberzeugt sich 

aber leicht durch partielle Integration , dass 

. 2n + 1 , ., 

sin— T— (a7— /) 



ää '- 



i—t 



Klo + Ao I) -^ eK* 

wenn n unendlich gross wird, gegen A^ convergirt, wodurch' man obigen 
Satz erhält. 

10. 

Aus dieser Untersuchung hat sich also ei^eben, dass, wenn die 
Coefficienten der Reihe J2 zuletzt unendlich klein werden, dann die Con- 
vergenz der Keihe für einen bestimmten Werth von x nur abhängt von 
dem Verhalten der Function / (x) in unmittelbarer Nähe dieses Werthes. 

Ob nun die Coefficienten der Reihe zuletzt unendlich klein werden, 
wird in vielen Fällen nicht aus ihrem Ausdrucke durch bestimmte Inte- 
grale, sondern auf anderm Wege entschieden werden müssen. Es ver- 
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dient indess ein Fall hervorgehoben zu werden, wo sich dies unmittel- 
bar aus der Natur der Function entscheiden iSsst, wenn nämlich die 
Function f {x) dxirchgehends endlich bleibt und eine Integration zulässt. 
In diesem Falle moss, wenn man das ganze Intervall von — n bis n 
der Reihe nach in Stöcke von der Grösse 

*,, »,. K 

zerlegt, und durch Dy die grösste Schwankung der Function im ersten, 
durch iJj im zweiten, u s. w. bezeichnet, 

t,D^+ d,D + 3,D, + . . . 
unendlich klein werden , so bald sämmtliche 6 unendlich klein werden. 

Zerlegt man aber das Integral J f {x) sin n {x — o) dr, in welcher 
Form von dem Factor - abgesehen die Coeffici«nien der Reihe enthal- 
ten sind, oder was dasselbe ist, j / {x) sin n [x ~a) dx von x=.a anfan- 

gend in Int^^rale vom Umfange - , so liefert jedes derselben zur Summe 

2 
einen Beitrag kleiner als - multiplicirt mit der grössten Schwankung in 

seinem Intervall, und ihre Summe ist also kleiner, als eine Gi-Össe, 

welche n. V. mit — unendlich klein werden muss. 
n 

In der That: diese Integrale haben die Form 

.+'+'2, 

J f{x) sin n [x — a] dx. 

Der Sinus wird in der ersten Hälfte positiv, in der zweiten negativ. 
Bezeichnet man also den grössten AVerth von f {x) in dem Intervall des 
Integrals durch M, den kleinsten durch m; so ist einleuchtend, dass 
man das Integral vergrössert, wenn man in der ersten Hälfte / [a;] durch 
M, in der zweiten durch m ersetzt , dass man aber das Integral verklei- 
nert, wenn man in der ersten Hälfte f (x) durch m und in der zwriteu 
durch M ersetzt. Im ersteren Falle aber erhält man den Weith 
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~ IM — m), im letzteren - [m — M). Es ist daher dies Integral abge- 

2 

sehen rom Zeichen kleiner als [Sl — m) und das Integral 

/^ + a» 2 2 2 

7^{x)8inn(x— «jdsrkleinerals - (Af^ — »1,) + ^ ("j— '»2) + ^(^8 —>"»)+■■ -. 

wenn man durch Jf, den grössten, durch m, den kleinsten Werth von 

f [x) im «ten Intervall bezeichnet; diese Summe aber muss, wenn f [x) 

einer Integration ftihig ist , unendlich klein werden , sobald fl unendlich 

2n 
gross und also der Umfang der Intervalle — unendlich klein wird. 

In dem .vorausgesetzten Falle werden daher die Coefficienten der 
Reihe zuletzt unendlich klein. 

11. 

Es bleibt nun noch der Fall zu untersuchen, wo die Glieder der 
Seihe i2 fQr den Ai^mentwerth x zuletzt unendlich klein werden, 
ohne das8 dies ffix jeden Argumentweith stattfindet. Dieser Fall iSsst 
sich auf den vorigen zurückführen. 

Wenn man nämlich in den Reihen für den Argumentwerth «+( 
und X — / die Glieder gleichen Ranges addirt, so erhält man die Reihe 

2^» + 2^1 cos/ + 2^jCos/+ . . ., 
in welcher die Glieder für jeden Werth von t zuletzt unendlich klein 
werden und auf welche also die vorige Untersuchung angewandt wer- 
den kann. 

Bezeichnet man zu diesem Ende den Werth der unendlichen Reihe 

„ „ , xji , tt , cos/ . cos 2/ , cos 3/ 
C+Cx + A,- + A„^-A,-^ -A,—^--A,-^ . .. 

durch G{t), so dass ~ —^ überall, wo die Reihen für 

F[x-\-t) und F{ai — t) convergiren, = G {t) ist , so ej^ebt sich Folgendes : 
I. Wenn die Glieder der Reihe ü für den Argumentwerth x zu- 
letzt unendlich klein werden, so muss 

6 
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HfifG (/) cos^ (/— o) ^ (/) d/, 
b 

wenn X eine Function wie oben — Art. 9 — bezeichnet, mit wachsen- 
dem ^ zuletzt unendlich klein werden. Der Werth dieses Integrals 
setzt sich zusammen aus den beiden Beetandtheilen 



PFlx + fi PFiiB'- i) 
fifit — ^'-^ cos fi[t—a)X[t) dt und fifil ^ — ^cos/t(/- 



a)X[i)M, 



wofem diese Ausdrücke einen Werth haben. Das Unendlichkleinwerden 
desselben wird daher bewirkt durch das Verhalten der FuDcti(Hi F an 
zwei symmetrisch zu beiden Seiten von x gelegenen Stellen. Es ist 
aber zu bemerken, dass hier Stellen vorkommen müssen, wo jeder Be- 
standtheil für sich nicht unendlich klein wird; denn sonst würden die 
Glieder der Reihe für jeden Argumentwerth zuletzt unendlich klein 
werden. Es müssen also dann die Beiträge der symmetrisch zu beiden 
Seiten von x gelegenen Stellen einander aufheben, so dass ihre Summe 
für ein unendliches ft unendlich klein wird. Hieraus folgt, dass die 
Reihe H nur für solche Werthe der Gh^sse x convergiren kann, zu 

welchen die Stellen, wo nicht fifij F{x) cos fi{a! — a)i{x)dx für ein un- 

i 
endliches fi unendlich klein wird, symmetrisch liegen. Offenbar kann 
daher nur dann, wenn die Anzahl dieser Stellen unendlich gross ist, 
die tr^onometrische Reihe mit nicht in's Unendliche abnehmenden Coef- 
ficienten für eine unendliche Anzahl von Argumentwerthen convergiren. 

Umgekehrt ist ^» = — nn- ffo [l) ~ A^ ^costUdt und wird also 

mit wachsendem n zuletzt unendlich klein, wenn ftfijG{t) cos fi{t — a)/i{t)<U 

t 
für ein unendliches ft immer unendlich klein wird. 

II. Wenn die Glieder der Reihe J2 für den Argumentwerth x zu- 
letzt unendlich klein werden, so h&ngt es nur von dem Gange der 
Function G (/) fftr ein unendlich kleines ( ab , ob die Reihe öonvei^rt 
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oder nicht, und zwar wird der. Unterschied zwischen Af^-}~Ai-\~...-\~AH 
und dem Integrale 

2«+l, 

ir * 

dd- 



sm- 2 



U'^^"- 



dfi 



-f{f)dl 



mit wachsendem n zuletzt unendlich klein, wenn b eine zwischen und 
n enthaltene noch so kleine Constante und p (/) eine solche Function 
bezeichnet, dass q {t) und q (Q^ immer stetig und f&x t = b gleich Null 
sind , q" {i) nicht unendlich viele Maxima and Minima hat , und iüi 
/ = 0, (»(()=:0, Q'{t] = 0, p'(/) = 0, e"'(<) und p""(/} aber endlich 
und stetig sind. 



Die Bedingungen für die Darstellbarkeit einer Function durch eine 
trigonometrische Reihe können ireilich noch etwas beschränkt und da- 
durch unsere Untersuchungen ohne besondere Voraussetzungen über die 
Natur der Function noch etwas weiter geführt werden. So z. B. kann 
in dem zuletzt erhaltenen Satze die Bedingung , dass p" (0) = sei 
w^^elassen werden, wenn man in dem Integrale 

. 2n-|-l, 

sin — - — t 

2 



1 * 



d/2 



-?«'' 



O {() durch G(fj — (0) ersetzt. Es wird aber dadurch nichts Wesent- 
liches gewonnen. 

Indem wir uns daher zur Betrachtung besonderer Fälle wenden, 
wollen wir zunächst der Untersuchung f&i eine Function, welche nicht 
unendlich viele Maxima und Minima hat, diejenige Vervollständigung 
zu geben suchen, deren sie nach den Arbeiten Dirichlet's noch fähig ist. 

6* 



y Google 



40 

Es ist oben bemerkt , dass eine solche Function allenthalben inte- 
grirt werden kann . wo sie nicht unendlich wird , und es ist offenbar, 
dass dies nur fOr eine endliche Anzahl von Ai^umentwerthen eintreten 
kann. Auch lässt der Beweis Dirichlet's, dass in dem Integralausdrucke 
für das nte Ghed der Reihe und för die Summe ihrer n ersten Glieder 
der Beitrag aller Strecken mit Ausnahme derer, wo die Function un- 
endlich wird, und der dem Ai^mentwerth der Reihe unendlich nahe 
Hegenden mit wachsendem n zuletzt unendlich klein wird , und dass 
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wenn <; 6 <[ n und f [t) zwischen den Grenzen des Integrals nicht 
unendlich wird , für ein unendliches n gegen n f{x-\-0) convergirt , in 
der That nichts zu wünschen Übrig, wenn man die unnöthige Voraus- 
setzung, dass die Function stetig sei, weglässt. Es bleibt also nur noch 
zu untersuchen, in welchen Fällen in diesen Integralausdrücken der 
Beitrag der Stellen, wo die Function unendlich wird, mit wachsendem 
n zuletzt unendlich klein wird. Diese Untersuchung ist noch nicht er- 
ledigt; sondern es ist nur gelegentlich von Dirichlet gezeigt, dass dies 
stattfindet unter der Voraussetzung , dass die darzustellende Function 
eine Integration zulässt, was nicht nothwendig ist. 

Wir haben oben gesehen , dass. wenn die Glieder der Reihe J2 für 
jeden Werth von x zuletzt unendlich klein werden, die Function F{x), 
deren zweiter Differentialquotient f[x) ist, endlich und stetig sein muss, . 
und dass 

F{x-]-a) — 2F{x] -\- F[x — a) 

mit « stets unendlich klein wird. Wenn nun F' [x — *) — F' {x — () 
nicht unendlich viele Maxima und Minima hat, so muss es, wenn i 
Null wird, gegen einen festen Grenzwerth X convergiren oder unendlich 
gross werden, und es ist offenbar, dass 
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dann ebenfalls gegen L oder gegen oc conTet^:iTen muss und daher nur 
unendlich klein werden kann, wenn f {x-\-t] — F' {x — () g^en Nnll 
coüvergirt Es muss daher, wenn f(x) für x = a unendlich gross wird, 
doch immer /"(a + Z) +/{a — /) bis an f = integrirt werden können. 
Dies reicht hin, damit (/" *-^/' )dx (f(x) cosn[x — a)) -mit abueh- 

mendem s convergire und mit wachsendem n unendlich klein werde. 

"Weil femer die Function F [x] endlich und stetig ist, so muss F' {x) 

bis an x = a eine Integration zulassen und (x — a) F^ (x) mit {x - a) 

unendlich klein werden, wenn diese Function nicht unendlich viele 

d{x — a]F' (x) 

Maxima und Minima hat; woraus folgt, dass — — = (x — a)f{x) 

ax 

-\- F' {x) und also auch [x — o) f(x) bis an o? =; a integrirt werden kann. 

Es kann daher auch ff{x) sinn {x — a)dx bis a.n x = a integrirt werden, 

und damit die Coefficienten der Reihe zuletzt unendlich klein werden, 

ist offenbar nur noch nöthig, dass ff (x) sin n [x — a) dx, wo 6 -cd a <C *i 

mit wachsendem n zuletzt unendlich klein werde. Setzt man f{x) [x — o) 

= ^ {x), so ist, wenn diese Function nicht unendlich viele Maxima und 

Minima hat, fOr ein unendliches n 

fli.) sin .(.- a) ic =/'-^i^.in »(.■.-»)d> = 5^+-")±-^'"-''!, 

wie Dirichlet gezeigt hat. Es muss daher y ((»+/)+y(o — /) = 
f{a-\-t).t — f (a — t) t mit / unendlich klein werden, und da / (a + () 
-\- f[a — /) bis an ( = integrirt werden kann und folglich auch 
/{a+ ') ' H~ ^(ö — ') ' Qiit ' unendlich klein wird, so muss sowohl 
f {a -\- t) t, als f{a — t) l mit abnehmendem t zuletzt unendlich klein 
weiden. Ton Functionen, welche unendlich viele Maxima und Minima 
haben, abgesehen, ist es also zur Darstellbarkeit der Function f (x) durch 
eine trigonometrische £eihe mit in's Unendliche abnehmenden Coefficien- 
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ten hinreichend und nothwendig, dass, wenn sie {&x x = a unendlich 
wild , f{a-\-t)t und f{a — (] t mit ( unendlich klein werden und 
t {a -\- () -\- f [a — *} bis an ( := integrirt werden kann. 

Durch eine trigonometrische Reihe, deren Coefficienten nicht zuletzt 
unendlich klein werden, kann eine Function f{as), welche nicht unend- 
lich viele Maxima und Minima hat, da fifiJF {x) cos j» (x — a) i [x] dx 

nur fSr eine endliche Anzahl von Stellen für ein unendliches fi nicht 
unendlich klein wird, auch nur für eine endliche Anzahl von Argument- 
werthen dargestellt werden , wohei es unnöthig ist länger zu verweilen. 

13. 

Was die Functionen betrifft , welche unendHch viele Maxima and 
Minima haben , so ist es wohl nicht Überflüssig zu bemerken , dass eine 
Function f [x] , welche unendlich viele Maxima und Minima hat , einer 
Int^ration durchgehends föhig sein kann , ohne durch die Fourier'sche 
Reihe darstellbar zu sein. Dies findet z. B. Statt, wenn / [x) zwischen 
und 2n gleich 

d Cx' cos -- ) 

-J^ tl , und < v < 1 

das 

ist. Denn es wird in dem Integal J f [x) cos n [x — a) dx mit wach- 
sendem « der Beitrag derjenigen Stelle, wo x nahe = ]/- ist, allge- 
mein zu reden zuletzt unendlich gross, so daaa das Verhältniss dieses 
Integrals zu 



\ sin f 2^» — «0 + 7^ V^ i 



gegen l convei^t, wie man auf dem gleich anzugebenden Wege finden 
wird. Um dabei das Beispiel zu verallgemeinem, wodurch das Wesen 
der Sache mehr hervortritt, setze man 
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J'f [ä] dx := ff [x] C08 ^ (x) 

und nehme an , dass y (x) für ein unendlich kleines x unendlich klein 
und y [x) unendlich gross werde , übrigens aber diese Functionen nebst 
ihren Difierentialquotienten stetig seien und nicht unendlich viele Maxima 
Und Minima haben. Es wird dann 

f (a?) = 9>' {x) cos yf (x) — 9> {x) y/ (x) sin y/ [x) 
■aadj'f{a!) cos n {x — a) dx gleich der Summe der vier Integrale 
^ y y [x) cos (v» {x) + « [x — d)) dx, — ^y y (*) W W siJi (V (^) i » (*—")) *'^- 
Man betrachte nun, yi (x) positiv genommen, das Glied 

— -J y SP (*) V' (i^) ^i*^ (Vf*^) + " (i^ — o)) <ir 
und untersuche in diesem Int^^^e die Stelle, wo die Zeichenwechsel 
des Sinus sich am langsamsten folgen. Setzt man 
yf(x)'^n(x—a)= y, 
. * 

v' («) + » = 
gesetzt, fElr x =^ a. Man untersuche also das Verhalten des Int^;raU 

/»« + • 

fOr den Fall, dass s för ein unendliches n unendlich klein wird und 

führe hiezu y als Variable ein. Setzt man 

V/ (c) + » (« — o) = ß, 

so wird f3r ein hinreichend kleines s 

Ix — «1* • 

y = /? + V-" («) i^-L + . . . 

und zwar ist y>" {a) positiv, da ifi [x] für ein unendlich kleines x positiv 
unendlich wird; es wird ferner 



^ = y" («) (ir — «) = + ^2v'' (a) (y — /S), je nachdem a; - a 
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t f't'x -^ ■ j t/T'' r''*'^"*'''A/ • «^ wKvV) 

"^ -» + !*" («)^ y» ^^ S/g — ß^\/2if>"{a) 

tf>" (o) " 

= — / sin (ff H- /?) -,~ . - — ,=^' 

I^st man also mit wachsendem n die Grösse « so abnehmen, dass 
Vi" [a] ee unendlich gross wird , so wird , falls /"sin (» + ;?)—, welches 

bekanntlich gleich ist sin ( ^ + ;. ) V'* • nicht Null ist, von Grössen nie- 
derer Ordnung abgesehen 

-.«+* , / 7i\\}ii .ata) w'(a) 

-J/^» W VV)»i"(vM + "l^-o» da: = -sm(/»+j)L|i '^'J 

Es wird daher, wenn diese Grösse nicht unendfich klein wird, das Ver- 
hSltniss von //(a?) co8n(j? — a) dcc zu dieser Grösse, da dessen flbrige 



Bestandtheile unendlich klein werden, bei unendlichem Zunehmen von 
R gegen 1 convergiren. 

Nimmt man an, dass 9: {x) und y/ ix) fQr ein unendlich kleines x 
mit Potenzen von x von gleicher Ordnung sind und zwar ^{x) mit x^ 
und tf/ {x) mit x~'*~^ , so dass y > und ^^0 sein muss, so wird 
für ein unendliches » 

9 {«) ¥ (^ 

von gleicher Ordnung mit a 2 und daher nicht unendlich klein, wenn 
ft>.2v. TJeberhaupt aber wird, wenn X'\f){x) oder, was damit identisch 

ist, wenn ,~ --' für ein unendlich kleines x unendlich gross ist, sich 
logjf 
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tp {x) immer so annehmen lassen , dass fQr ein unendlich kleines x gi [x] 
unendlich klein. 



V2?T5) V/_,1 \/-2,im-i- 

dx.yf {x) xtff{s) 

aber unendlicli gross wird, und folglich ff(a;)dx bis an a; = erstreckt 

werden kann, vf&hrendjf{x)coan[x — a)dx für ein unendliches « nicht 


unendlich klein wird. Wie man sieht, heben sich in dem Integrale 
/"/"(ip) dx bei unendlichem Abnehmen von x die Zuwachse des Integrals, 
obwohl ihr Verhältnias zu den Aenderungen von x sehr rasch wächst, 
wegen des raschen Zeichenwechsels der Function f (x) einander auf; durch 
das Hinzutreten des Factors cos« (3; — a) aber wird hier bewirkt, dass 
diese Zuwachse sich summiren. 

Ebenso wohl aber, wie hienach fJlr eine Function trotz der durch- 
gängigen M^lichkeit der Integration die Fourier'sche Reihe nicht con- 
vergiren und selbst ihr Glied zuletzt unendlich gross werden kann, — 
ebenso wohl können trotz der durchgängigen Unmöglichkeit der Inte- 
gration von f [x) zwischen je zwei noch so nahen Werthen unendlich 
viele Werthe von x H^en, für welche die Reihe i2 convergirt 

Ein Beispiel liefert, {nx) iu der Bedeutung, wie oben (Art. 6) ge- 
nommen, die durch die Reihe 



gegebene Function , welclie fOr jed^i rationalen Werth von x vorhanden 
ist und sich dnrch die trigonometrische Reihe 

^ sixi2nxn, 

I » "^ 

wo für Ö alle Theiler von ». zu setzen sind, darstellen lässt, welche aber 
in keinem noch so kleinen Grössenintervall zwischen endlichen Grenzen 
enthalten ist und folglich nirgends eine Integration zulässt. 

7 
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Ein anderes Beispiel erhält man, wenn man in den Reihen 
^CHCosniM?, Scnsinims 

ftr c^, c,, Cf . ■ ■ positive Glrössen setzt, welche immer abnehmen und 

zuletzt unendlich klein werden, während Sc, mit n unendlich gross wird. 

1." 
Denn wenn das VerhSltniss von ^ zu 2n rational und in den kleinsten 
Zahlen ausgedrQckt, ein Bruch mit dem Nenner m ist, so werden offen- 
bar diese Reihen conveigiren oder ins Unendliche wachsen, je nachdem 

JTcosfin^, X Binnna; gleich Null oder nicht gleich Null sind. Beide 
o,»-l , o,»-i 

ftUle aber treten nach einem bekannten Theoreme der Kreistheilung '] 
zwischen je zwei noch so engen Grenzen fftr unendlich viele Werthe 
von X ein. 

In einem eben so grossen Umfange kann die Reihe J2 auch con- 
vei^ren, ohne dass der Werth der Reibe 

welche man durch Integration jedes Gliedes aus S2 erhält, durch ein 
noch so kleines Grössenintervall integrirt werden kOnnte. 
Wenn man z. B. den Ausdruck 

WO die Logarithmen so zu nehmen sind , dass sie fQr ^ ^ verschwin- 
den, nach steigenden Potenzen von q entwickelt und darin q:=e^ setzt, 
80 bildet der imaginäre Theil eine trigonometrische Reihe, welche zwei- 
mal nach X differentürt in jedem GrOssenintervall unendlich oft conver- 
girt, während ihr erster Differentialquotient unendlich oft Null wird. 
In demselben Umfange, d. h. zwischen je zwei noch so nahen Ar- 



1) Disquis. ar. pag. 636 art. 356. 
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gumentwerthen unendlich oft, kann die trigonometrische Reihe auch selbst 
dann convei^en, wenn ihre Coefficienten nicht zuletzt unendlich klein 
werden. Ein einfaches Beispiel einer solchen Reihe bildet die unend- 
liche Reihe J?sin {nf) xn, wo n/, wie gebräuchlich, = 1. 2. 3 ... n, 

welche nicht bloss für jeden rationalen Werth von x convergirt, indem 

sie sich in eine endliche verwandelt, sondern auch fOr eine unendliche 

Anzahl von irrationalen , von denen die einfachsten sind sin 1 , cos 1, 

1 

2 

- und deren Vielfache , ungerade Vielfache von e, - .— , u. s. w. 
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